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1 Introduction

2 Calcul de l’intégrale de Fresnel

Théorème: L’intégrale de Fresnel défini par ϕ =
∫ +∞

0
eix

2

dx existe et ϕ =
√
π

2 e
iπ
4

1) Montrons que ϕ existe
2) Déterminons sa valeur

Existence de ϕ:

Par changement de variable u = x2 on remarque que
∫ +∞

0
eix

2

dx et
∫ +∞

0
eix√
u
du sont de même nature.

Or ∀a > 0, |
∫ +∞

0
eiudu| ≤ 4 et u −→ 1√

u
est décroissante et converge vers 0 en +∞

Par lemme d’Abel :
∫ +∞

0
eiu converge donc ϕ existe.

Soit t ∈ [0,+∞[ et T ∈]0,+∞[ on pose :

f(t) =
∫ +∞

0
eixdx

F (t) =
∫∫

[0,t]2
eix

2+y2 dx dy, et ∀(x, y) ∈ R2, g(x, y) = ei(x
2+y2)

I(T ) = 1
T

∫ T
0
F (t) dt

Exprimons F (T ) de deux manières:

F (T ) =

∫∫
[0,t]2

eix
2+y2 dx dy

=

∫ t

0

∫ t

0

eix
2+y2 dx dy par Fubini, g est mesurable sur [0, t]2

= f(t)

On pose

∆+
t = {(x, y) ∈ R, 0 ≤ x ≤ t, 0 ≤ y ≤ x}

∆−t = {(x, y) ∈ R, 0 ≤ y ≤ t, 0 ≤ x ≤ y}
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Alors

F (t) =

∫∫
∆+
t

eix
2+y2 dx dy +

∫∫
∆+
t

eix
2+y2 dx dy

= 2

∫∫
∆+
t

eix
2+y2 dx dy (par symetrie de g)

Passons en coordonnées polaires :
Soit Kt = {(r, θ) ∈ R2, θ ∈ [0, π4 ], 0 ≤ r cos(θ) ≤ t} et :

ψ : Kt\{0} −→ ∆+
t \{0}

r, θ 7→ (r cos(θ), r sin(θ))

ψ est un C1 difféomorphisme de Kt sur ∆+
t par théorème d’inversion global puisque |Jac(ψ)(r, θ)| > 0.

F (t) = 2

∫∫
∆+
t

reir
2

dr dθ (changement de variable par ψ)

= −i
∫ π

4

0

∫ t
cos(θ)

0

2ireir
2

dr dθ (Fubini)

= −i
∫ π

4

0

[eir
2

]
t

cos(θ)

0 dθ

= −i
∫ π

4

0

exp(
it2

cos2(θ)
)− 1 dθ

D’où F (T ) =
iπ

4
− i

∫ π
4

0

exp(
it2

cos2(θ)
) dθ
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Calculons I(T):

I(T ) =
1

T

∫ T

0

F (t) dt

=
iπ

4
− i

T

∫ T

0

∫ π
4

0

exp(
it2

cos2(θ)
) dθ dt

=
iπ

4
− i

T

∫ π
4

0

∫ T

0

exp(
it2

cos2(θ)
) dt dθ (Fubini)

=
iπ

4
− i

T

∫ π
4

0

∫ T
cos(θ)

0

eiu
2

cos(θ) dt dθ (Changement de variable: u =
T

cos(θ)
)

On a donc I(T ) =
iπ

4
− i

T

∫ π
4

0

f(
T

cos(θ)
) cos(θ) dθ

De plus f est bornée car ϕ converge.

Ainsi i
T

∫ π
4

0
f( T

cos(θ) ) cos(θ) dθ −−−−→
T→∞

0

On en déduit I(T ) −−−−→
T→∞

iπ
4

Or I(T) est une moyenne de Cesàro donc I(T ) −−−−→
T→∞

ϕ2 = lim
t→∞

F (t)

Par unicité de la limite : ϕ2 = iπ
4

Déterminons le signe de =(ϕ)

=(ϕ) = =(

∫ +∞

0

eix
2

dx)

= =(

∫ +∞

0

eiu

2
√
u
du) (Par changement de variable u = x2)

=

∫ +∞

0

sin(u)

2
√
u
du)

=

+∞∑
k=0

∫ 2(k+1)π

2kπ

sin(u)

2
√
u
du (Par décomposition de l’intégrale)

=

+∞∑
k=0

(

∫ (2k+1)π

2kπ

sin(u)

2
√
u
du+

∫ 2(k+1)π

(2k+1)π

sin(u)

2
√
u
du) (Par décomposition de l’intégrale)

=

+∞∑
k=0

(

∫ (2k+1)π

2kπ

sin(u)

2
√
u
du−

∫ (2k+1)π

2kπ

sin(v)

2
√
v + π

dv) (changement de variable v = u− π, sin(v + π) = − sin(v))

=

+∞∑
k=0

(

∫ (2k+1)π

2kπ

sin(u)

2
× (

1√
u
− 1√

u+ π
) du)

Or ∀u > 0, 1√
u
− 1√

u+π
≥ 0 et ∀k ∈ N,∀u ∈ [2kπ, (2k + 1)π], sin(u) ≥ 0 donc =(ϕ) ≥ 0

ϕ =

√
(π)

2
ei
π
4
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3 Supplément : Moyenne de Cesàro

SoitF fonction de limite fini l en +∞ et I(T ) = 1
T

∫ T
0
F (t)dt

D’après la définition de limite : ∀ε > 0,∃Mε > 0,∀t ≥Mε, |F (t)− l| < ε
2

Soit T > M ,

I(T ) = 1
T

∫M
0
F (t) dt+ 1

T

∫ T
M
F (t) dt donc

|I(T )− l| ≤ 1

T

∫ Mε

0

F (t) dt︸ ︷︷ ︸
∃M ′ε,↑< ε

2 ,T≥B

+
1

T

∫ T

Mε

F (t) dt︸ ︷︷ ︸
↑< ε

2
T−A
T ≤ ε2

Donc, ∀ε, ∀T ≥ max(Mε,M
′
ε), |I(T )− ϕ| < ε

I(T ) −−−−→
T→∞

l = lim
t→∞

F (t)
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