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1 Introduction

2 Calcul de l’'intégrale de Fresnel
» N 9e , . , . _ too 2 . o ﬁ im
Théoréme: L’intégrale de Fresnel défini par ¢ = fo e dx existe et p = S-e1

1) Montrons que ¢ existe
2) Déterminons sa valeur

Existence de ¢:

Par changement de variable u = 22

+ 2 + i .
on remarque que [ e dx et ["7 £=du sont de méme nature.

Or Va > 0, |f0+oo edul < 4 et u — ﬁ est décroissante et converge vers 0 en +o00
Par lemme d’Abel : f0+°° e converge donc ¢ existe.
Soit t € [0, 4o00[ et T €]0, +00[ on pose :
+oo ix

f@) = fo edzx

.2 2 S0 2 2
F(t) = [[op ¢ TV dudy, et V(z,y) € R? g(z,y) = '+

T

I(T) =% [, F(t)dt

Exprimons F(T) de deux maniéres:

F(T) = / / e s dy
[0,t]2

t ot . 2 2 .. 2
= // e Y d dy par Fubini, g est mesurable sur [0, ¢]
0Jo
= f(t)

On pose



Alors

t — // zm 24y? dmdy—i—// ig;2+y2 dxdy
A+

- / / e do dy (par symetrie de g)
A+

Passons en coordonnées polaires :
Soit K¢ = {(r,0) € R?,0 € [0, ],0 < rcos(9) < t} et :

’Lp: Kt\{O} — Ag_\{O}
r,0 — (rcos(d),rsin(6))

¥ est un O} difféomorphisme de K; sur A} par théoreme d’inversion global puisque |Jac(y))(r, )| > 0.

t)y=2 / / re™ dr do (changement de variable par 1))
A+
cos(B) ..
= —z/ / 2ire' dr df (Fubini)

= —z/ [e' ]ms(e) de
0
it




Calculons I(T):

Hﬂ:—/
:7_7// o) o
:7_7// o) (Fubini)

cos(@) .
=— - —/ / et cos(0) dt do (Changement de variable: u =

cos(0) )

v ]
On a donc I(T) = i T ; f(cos(ﬁ)

) cos(6) db

De plus f est bornée car ¢ converge.
Ainsi % f()z f(%@) COS(Q) d@ m 0
On en déduit I(T) ——

T—o0

Or I(T) est une moyenne de Cesaro donc I(T) == 0= hm F(t)

Par unicité de la limite : ¢? = %
Déterminons le signe de ()

%

(0= o )

+oo  iu
= ( / < du) (Par changement de variable u = %)
0

NG

= /0+oo 5;11\;%) du)

+ZOO /2(’“'1)” sin(u)
d
2

u Par décomposition de 'intégrale
2/u ( p grale)

k=0 km
+oo

(2k+1)m 2(k+1)m
Z( / sin(u ) / sin(u) du) (Par décomposition de 'intégrale)
o J2kn Q\F (k+1)r 2V/u

(2k+1)m (2k+1)m
= Z / sin(u) du — / sm(v) dv) (changement de variable v = u — 7, sin(v 4+ 7) = —sin(v))
2k 2

2\/6 k7 2
k=0 2k 2 \/’lj U+

Or Vu > 0, -+ 7 \/J? >0 et Vk € N,Vu € [2k7, (2k + 1)7], sin(u) > 0 donc S(p) >0
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3 Supplément : Moyenne de Cesaro

SoitF fonction de limite fini [ en +oo et I(T) = + fOT F(t)dt
D’apres la définition de limite : Ve > 0,3M. > 0,Vt > M., |F(t) 1] < §
Soit T > M,
M

I(T) =% [MF(t)ydt+ & [, F(t)dt donc

I(T) — 1] < ;/OM F(t)dt—s—%/T F(t) dt

IM! <5, T>B <

Donc, Ve, VT > max(M, M]),|I(T) — ¢| < e

I(T) —— 1 = lim F(t)

T—o0 t—o0



